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Αθροίσµατα   

  Υπολογίστε το άθροισµα:  
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Επαναληπτικές Μέθοδοι  

  Τι είναι αλγόριθµος; 
  Αλγόριθµος είναι µια σειρά από σαφή 

(unambiguous) βήµατα τα οποία λύνουν ένα 
πρόβληµα.  

Είσοδος Αλγόριθµος  Έξοδος 



Αλγόριθµος  

  Σαφή βήµατα (εντολές) 
  Είσοδος: Το είδος και εύρος των δεδοµένων 
εισόδου θα πρέπει επίσης να είναι σαφή 

  Ο αλγόριθµος µπορεί να περιγραφεί µε πολλούς 
τρόπους (διαγραµµατικά, ψευδο-κώδικας) 

  Μπορεί να υπάρχουν πολλοί αλγόριθµοι που 
λύνουν ένα πρόβληµα 
 Μπορεί να βασίζονται σε πολύ διαφορετικές ιδέες 
 Μπορεί να έχουν πολύ διαφορετική απόδοση 

(ταχύτητα επίλυσης ή απαιτήσεις µνήµης) 
 Διαφορετική δυσκολία κατανόησης     



Αλγόριθµος Αθροίσµατος   

0 0 1 0 1 
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  Είσοδος: x[.], y[.] 
  Έξοδος: z=x+y 

  c= 0; 

  for i=1 to n 
  s= x[i]+y[i]+c; 
  if s>=10 

  c=1; s=s-10; 

  else  
  c=0; 

  z[i]=s; 

  return z; 

  Είναι ο αλγόριθµος 
ορθός; 

  Είναι αποδοτικός; 

Μέγεθος των x[], y[] 



 Δεν Υπάρχει (και δεν µπορεί να υπάρξει) 
ένας αλγόριθµος που να λύνει όλα τα 
προβλήµατα!   



Παράδειγµα 

  Βρείτε το µέγιστο κοινό διαιρέτη (greatest 
common divisor) µεταξύ δύο ακέραιων αριθµών 
m, n.  

  Είσοδος: m, n 
  Έξοδος: z // µέγιστος κοινός διαιρέτης  



Αλγόριθµος 1 

1.  Find the prime factors of m 

2.  Find the prime factors of n 
3.  Identify all common factors that appear 

in both  

4.  Compute the product of the common factors 

  Παράδειγµα: 

60= 

24= 

2 x 2 x 3 x 5 
2 x 2 x 2 x 3 

Z = 2 x 2 x 3 = 12 

Πρόβληµα; 



Αλγόριθµος 1 

1.  Find the prime factors of m 
2.  Find the prime factors of n 
3.  Identify all common factors that appear 

in both  
4.  Compute the product of the common factors 

Πώς βρίσκουµε όλους τους πρώτους αριθµούς στο  
διάστηµα [0, max{n, m}];  

Πώς βρίσκουµε όλους τους κοινούς αριθµούς σε 2 λίστες;  



Αλγόριθµος 1 (παρένθεση) 

  Πως αναγνωρίζουµε αν ένας αριθµός έιναι 
πρώτος; 

  Fermat’s Little Theorem 

isPrime(n) 
 for i=2 to n-1 
  if n mod i == 0 return false; 
 return true  

isPrime(n) 
 for i=2 to floor(n/2) 
  if n mod i == 0 return false; 
 return true  



Fermat’s Little Theorem 

  Εάν p είναι πρώτος, τότε για κάθε 1≤α<p ισχύει   

ap−1 ≡ 1 mod p( )
  Παράδειγµα:  Το p=5 είναι πρώτος αριθµός.  

  Προσοχή: Το θεώρηµα δεν είναι εάν και µόνον άν!!!  

25−1 mod5 = 24 mod5 = 16mod5 = 1
35−1 mod5 = 34 mod5 = 81mod5 = 1
45−1 mod5 = 44 mod5 = 256mod5 = 1

15−1 mod5 = 14 mod5 = 1mod5 = 1



Αλγόριθµος 2 

1.  t= min{m, n} 

2.  If m mod t= 0 Goto 3, Else Goto to 4; 

3.  If n mod t= 0 return t; 

4.  Set t= t-1 and Goto 2. 

  Παράδειγµα:  m=60, n= 24 

  t= min{60, 24}= 24 
  60 mod 24= 12 ≠ 0 
  t= 23 
  60 mod 23= 14 ≠ 0   
  t= 22 

  60 mod 22= 16 ≠ 0 
  t= …  t= 12 
  60 mod 12= 0   
  24 mod 12= 0 
  Return 12 

Τι γίνεται εάν m=0 ή n=0; 



Αλγόριθµος 3   
(Αλγόριθµος του Ευκλείδη)  

gcd(m, n) 

 If n=0 Return m 

 gcd(n,m mod n)  

  Παράδειγµα:  m=60, n= 24 

gcd(60, 24) = gcd(24, 12) = gcd(12, 0) = 12 



Αρχές Επίλυσης Προβληµάτων µε 
Αλγοριθµικές Μεθόδους 

  Κατανόηση του προβλήµατος 
 Είναι αδύνατο να λύσετε ένα πρόβληµα εάν δεν το 
καταλάβετε! 

 Πρέπει να οριστεί επακριβώς το σύνολο όλων των 
πιθανών εισόδων. 

  Δυνατότητες της «µηχανής» που θα λύσει το 
πρόβληµα 
 Εάν θα λυθεί στο «χέρι» τότε δεν µπορεί να έχει 
περισσότερα από µερικές δεκάδες βήµατα. 

 Ένας υπολογιστής δεν έχει «άπειρη» υπολογιστική 
ικανότητα! 



Αρχές Επίλυσης Προβληµάτων µε 
Αλγοριθµικές Μεθόδους 

  Ακριβής λύση ή λύση κατά προσέγγιση (exact or 
approximate algorithm); 
 Μερικά προβλήµατα δεν µπορούν να λυθούν ακριβώς 

  Υπολογισµός τετραγωνική ρίζας ή ορισµένου 
ολοκληρώµατος.  

 Μια ακριβής λύση µπορεί να συνεπάγεται τεράστιο 
υπολογιστικό φόρτο σε αντίθεση µε µια προσεγγιστική 
λύση η οποία µπορεί να είναι υπολογιστικά πολύ πιο 
αποδοτική 

 Ο συνδυασµός προσεγγιστικών λύσεων µπορεί να 
µας δώσει την ακριβή λύση 



Αρχές Επίλυσης Προβληµάτων µε 
Αλγοριθµικές Μεθόδους 

  Μοντελοποίηση  
 Περιγραφή του προβλήµατος µε σύµβολα 
 Δοµές δεδοµένων  

  Σχεδιασµός του αλγορίθµου επίλυσης του 
προβλήµατος  

  Περιγραφή του αλγορίθµου 
 Διαγράµµατα ροής 
 Ψευδο-κώδικας (pseudocode)  

  Ανάλυση της ορθότητας του αλγόριθµου  
 Για όλα τα πιθανά δεδοµένα εισόδου 
 Μαθηµατική επαγωγή (mathematical induction) 



Αρχές Επίλυσης Προβληµάτων µε 
Αλγοριθµικές Μεθόδους 

  Ανάλυση της απόδοσης του αλγόριθµου 
 Χρονικές απαιτήσεις 
 Απαιτήσεις µνήµης  
 Απλότητα (simplicity) 

  Απλοί αλγόριθµοι κατανοούνται και υλοποιούνται ευκολότερα 

 Γενικότητα (generality) 
  Ένας αλγόριθµος που λαµβάνει υπόψη όλες τις πιθανές 
εισόδους µπορεί να είναι πολύ πιο πολύπλοκος από κάποιον 
άλλο ο οποίος µπορεί να αγνοεί σενάρια τα οποία να µην 
εµφανίζονται πολύ συχνά. 

  Υλοποίηση  
 Έλεγχος ορθότητας   



Μαθηµατική Επαγωγή (Mathematical 
Induction) 

  Μέθοδος απόδειξης σχέσεων/συνθηκών 

  Αποδεικνύουµε πως η σχέση ισχύει για µια 
αρχική τιµή. 

  Υποθέστε πως η σχέση ισχύει για την τιµή n και 
δείξετε πως η σχέση ισχύει επίσης για την τιµή 
n+1.  



Μαθηµατική Επαγωγή (Παράδειγµα) 

  Δείξτε πως 

  Για n=1: Ισχύει 

  Υποθέτουµε πως ισχύει για n τότε πρέπει να 
δείξουµε ότι ισχύει επίσης για n+1  

Ισχύει, οπόταν η απόδειξη έχει ολοκληρωθεί! 



Loop Invariants  

  Μέθοδος απόδειξης της ορθότητας ενός 
αλγορίθµου η οποία βασίζεται στην µαθηµατική 
επαγωγή. 

  Αρχικοποίηση: Αποδεικνύουµε πως ο αλγόριθµος 
είναι ορθός κατά την πρώτη επανάληψη. 

  Διατήρηση: Υποθέτουµε πως ο αλγόριθµος είναι 
ορθός κατά την επανάληψη n και δείχνουµε ότι 
παραµένει ορθός και κατά την επόµενη επανάληψη 
n+1. 

  Αποπεράτωση: Δείχνουµε πως κατά τον 
τερµατισµό ο αλγόριθµος παραµένει ορθός.  



Ορθότητα Αλγόριθµου Αθροίσµατος   

  Είσοδος: x[.], y[.] 
  Έξοδος: z=x+y 

  c= 0; 

  for i=1 to n 
  s= x[i]+y[i]+c; 
  if s>=10 

  c=1; s=s-10; 

  else  
  c=0; 

  z[i]=s; 

  return z; 

  Είναι ο αλγόριθµος ορθός; 
  Αρχικοποίηση; 

  Για i=1 
  s= x[1]+y[1]+0; 
  if s>=10 

  c=1; s=s-10; 

  else  
  c=0; 

  Z[1]=s; 

  Ορθό! 



Ορθότητα Αλγόριθµου Αθροίσµατος   

  Είσοδος: x[.], y[.] 
  Έξοδος: z=x+y 

  c= 0; 

  for i=1 to n 
  s= x[i]+y[i]+c; 
  if s>=10 

  c=1; s=s-10; 

  else  
  c=0; 

  z[i]=s; 

  return z; 

  Είναι ο αλγόριθµος ορθός; 
  Αρχικοποίηση; 
  Διατήρηση; 

  Υποθέστε ορθός µέχρι i=k 
  s= x[k+1]+y[k+1]+c; 
  if s>=10 

  c=1; s=s-10; 

  else  
  c=0; 

  Z[k+1]=s; 

  Ορθό! 



Ορθότητα Αλγόριθµου Αθροίσµατος   

  Είσοδος: x[.], y[.] 
  Έξοδος: z=x+y 

  c= 0; 

  for i=1 to n 
  s= x[i]+y[i]+c; 
  if s>=10 

  c=1; s=s-10; 

  else  
  c=0; 

  z[i]=s; 

  return z; 

  Είναι ο αλγόριθµος ορθός; 
  Αρχικοποίηση; 
  Διατήρηση; 
  Τερµατισµός; 

  c=x[n+1]=y[n+1]=0; 

  for i=1 to n+1 
  s= x[i]+y[i]+c; 
  if s>=10 

  c=1; s=s-10; 

  else  
  c=0; 

  z[i]=s; 

  return z; 

Δεν τερµατίζει 
ορθά! 



Τύποι Προβληµάτων 

  Προβλήµατα Ταξινόµησης (sorting) 
  Προβλήµατα Αναζήτησης (searching) 
  Επεξεργασία σειράς συµβόλων (string 

processing) 
  Προβλήµατα σε γράφους (graph problems) 
  Συνδυαστικά Προβλήµατα (combinatorial 

problems) 
  Γεωµετρικά Προβλήµατα (geometric problems) 
  Αριθµητικά Προβλήµατα (numerical problems) 



Προβλήµατα Ταξινόµησης (sorting) 

  Δεδοµένου ενός συνόλου από στοιχεία ταξινοµήστε τα σε 
µια σειρά µε βάση κάποιο κλειδί (key). 
  Το κλειδί θα πρέπει να ικανοποιεί µια σχέση που να επιτρέπει την 
ταξινόµηση 

  Γιατί είναι σηµαντικό να διατηρούµε ταξινοµηµένες λίστες; 
  Προσπαθήστε να βρείτε το τηλέφωνο του …. σε ένα κατάλογο που 
δεν είναι αλφαβητικά ταξινοµηµένος! 

  Υποβοηθητικό βήµα για την επίλυση άλλων προβληµάτων 

  Υπάρχει ένας µεγάλος αριθµός από αλγόριθµους 
ταξινόµησης.  Γιατί; 

  Ιδιότητες  
  Ευσταθείς (stable) αλγόριθµοι ταξινόµησης  
  Αλγόριθµοι που δεν χρειάζονται επιπρόσθετη µνήµη 



Προβλήµατα Αναζήτησης (searching) 

  Αναζήτηση ενός ή περισσοτέρων στοιχείων 
(αντικειµένων) σε ένα σύνολο σύµφωνα µε το 
κλειδί αναζήτησης. 
 Πολλές φορές τα προβλήµατα αναζήτησης µπορεί να 
συνδυαστούν µε δύο άλλα προβλήµατα  
  Αναζήτηση και διαγραφή (αφαίρεση) από το σύνολο 
  Αναζήτηση και προσθήκη (πρόσθεση) στο σύνολο 

  Προβλήµατα βελτιστοποίησης µπορούν να 
διατυπωθούν σαν προβλήµατα αναζήτησης  
 Βρείτε τα στοιχεία του συνόλου για τα οποία µια 
συνάρτηση παίρνει τη βέλτιστη τιµή (ελάχιστη ή 
µέγιστη). 



Προβλήµατα σε γράφους (graph 
problems) 

  G=(V,E) 
 Γράφος (Graph) G 
 Κόµβοι ή κορυφές (Vertices) V 
 Τόξα ή ακµές (Edges) E 

  Χρησιµοποιούνται ευρέως για τη µοντελοποίηση 
πολλών προβληµάτων 

  Προβλήµατα βελτιστοποίησης µπορούν να 
διατυπωθούν σαν προβλήµατα σε γράφους 
συνδέοντας τα τόξα µε κάποιο κόστος ή βάρος 
(cost or weight).  



Συνδυαστικά Προβλήµατα 
(combinatorial problems) 

  Προβλήµατα που συνήθως ζητούν την εύρεση 
των συνδυασµών αντικειµένων που ικανοποιούν 
κάποιους περιορισµούς (constraints) και που 
βελτιστοποιούν κάποια συνάρτηση κόστους.  
 Συνάρτηση κόστους (cost function) ή αντικειµενική 
συνάρτηση (objective function).  

  Παράδειγµα  
 Ένας βαρκάρης πρέπει να περάσει ένα λύκο, µια 
κατσίκα και ένα µαρούλι από την µια όχθη του 
ποταµού στην άλλη χρησιµοποιώντας µία βάρκα στην 
οποία µπορεί να χωρέσει µόνο ένα αντικείµενο!  

 Ποιοι οι περιορισµοί και πως µπορεί να το καταφέρει;   



Γεωµετρικά Προβλήµατα (geometric 
problems) 

  Αλγοριθµική λύση γεωµετρικών προβληµάτων 
  Τα προβλήµατα αυτά εµφανίζονται συχνά σε 
διάφορες εφαρµογές ροµποτικής, γραφικών, 
τοµογραφίας κλπ. 

  Παραδείγµατα 
 Ζευγάρι των πιο κοντινών σηµείων (closest-pair 

problem) 
 Convex hull problem (ποιο το µικρότερο µήκος ενός 
φράκτη που να εµπερικλείει ένα σύνολο από σηµεία) 

 Εντοπισµός θέσης. 



Αριθµητικά Προβλήµατα (Numerical 
problems) 

  Συµπεριλαµβάνουν ένα µεγάλο εύρος προβληµάτων  
  Υπολογισµός ορισµένων ολοκληρωµάτων 
  Επίλυση συστήµατος εξισώσεων  
  Μετασχηµατισµοί  Fourier  
  … 

  Πολλά από αυτά τα προβλήµατα λύνονται (σε 
υπολογιστές)  κατά προσέγγιση αφού ένας υπολογιστής 
έχει περιορισµένη ακρίβεια ενώ οι άρρητοι αριθµοί 
χρειάζονται άπειρο αριθµό ψηφίων. 

  Η αριθµητική προσέγγιση λόγω της στρογγυλοποίησης 
αριθµών µπορεί να δηµιουργήσει πολύ µεγάλα 
σφάλµατα ιδιαίτερα σε επαναληπτικούς (iterative) ή 
αναδροµικούς (recursive) αλγόριθµους!   



Προβλήµατα Αποφάσεων και 
Βελτιστοποίησης  

  Προβλήµατα Αποφάσεων (Decision Problems): 
 Προβλήµατα του τύπου αυτού είναι διατυπωµένα µε 
τέτοιο τρόπο ώστε η απάντηση παίρνει τη µορφή (ναι/
όχι, yes/no, 1/0). 

 Παράδειγµα:  
  Το 1234567 είναι πρώτος (prime) αριθµός; 
  Παρουσιάζεται η λέξη algorithm στο κείµενο myDoc.txt 

  «Γενικά» Προβλήµατα (Function Problems) 
   Προβλήµατα στα οποία η απάντηση δεν είναι της 

µορφής ναι/όχι 
 Παράδειγµα  

  Αναλύστε το 1234567 σαν γινόµενο πρώτων αριθµών. 
 Προβλήµατα βελτιστοποίησης  



Προβλήµατα Αποφάσεων και 
Βελτιστοποίησης  

  Προβλήµατα βελτιστοποίησης: 
 Υποθέστε πως X αποτελεί το σύνολο όλων των 
πιθανών περιπτώσεων (στιγµιότυπων) ενός 
προβλήµατος. 

 C(X)     Χ είναι υποσύνολο του Χ µε όλα τα στοιχεία 
που ικανοποιούν όλους τους περιορισµούς του 
προβλήµατος. 

  f(x) είναι µια συνάρτηση  

∈


