
Ανάλυση Αλγορίθµων 

Σύντοµη επανάληψη (ΕΠΛ 035).   



Περίληψη  

  Ανάλυση αλγορίθµων 
 Ο, Θ, Ω 
 Ανάλυση µη αναδροµικών αλγόριθµων 
 Ανάλυση αναδροµικών αλγόριθµων  
 Εµπειρική Ανάλυση 
 Visualization  



Απόδοση Αλγορίθµων  

  Απόδοση Αλγορίθµου 
  Σε σχέση µε το χρόνο που χρειάζεται για να τερµατίσει 
  Σε σχέση µε το χώρο (µνήµη) που χρειάζεται 

  Η απόδοση ενός αλγορίθµου εξαρτάται από το µέγεθος 
της εισόδου (input size) n 
  Ο τρόπος µε τον οποίο επιλέγεται το n επηρεάζει τον υπολογισµό 
της τάξης (order) του αλγορίθµου! 

  Υποθέστε πως σχεδιάζετε ένα αλγόριθµο για τον υπολογισµό του 
γινοµένου δύο πινάκων n×n.  Ποιο το µέγεθος της εισόδου;  

  n; (οι διαστάσεις του πίνακα) 
  N=n×n; (ο αριθµός στοιχείων του πίνακα) 



Μονάδες Μέτρησης  

  Χρόνος ολοκλήρωσης του αλγόριθµου (δευτερόλεπτα, 
ώρες, µέρες…) 
  Αποδεκτή µέθοδος για τη σύγκριση µεταξύ δύο ή περισσοτέρων 
αλγορίθµων  

  Μειονεκτήµατα: 
  Εξαρτάται από πολλές παραµέτρους που δεν έχουν σχέση µε τον 
αλγόριθµο!  Π.χ., εξαρτάται από τη ταχύτητα και µνήµη του 
υπολογιστή, το λειτουργικό σύστηµα και πιθανόν στις άλλες 
διεργασίες που τρέχουν παράλληλα στον υπολογιστή. 

  Φορές που εκτελείται η βασική λειτουργία (basic 
operation) του αλγόριθµου 
  Βασική λειτουργία είναι η λειτουργία που επαναλαµβάνεται τις 
περισσότερες φορές και αναµένεται να χρειαστεί τον περισσότερο 
χρόνο. 

  Ποια λειτουργία χρειάζεται τον περισσότερο χρόνο;  
  Η πρόσθεση ή ο πολλαπλασιασµός; 



«Εκτίµηση» του χρόνου εκτέλεσης 
(running time)  

  Υποθέστε πως  
  ο χρόνος που χρειάζεται για να εκτελεστεί η βασική λειτουργία 

(basic operation) είναι cop 

  C(n) είναι ο αριθµός των φορών που εκτελείται η βασική 
λειτουργία εάν η είσοδος έχει µέγεθος n. 

  Εάν Τ(n) είναι ο χρόνος εκτέλεσης (running time) τότε 
ισχύει: 



«Εκτίµηση» του χρόνου εκτέλεσης 
(running time)  

  Παράδειγµα: 
  Υποθέστε πως για κάποιο αλγόριθµο ή βασική λειτουργία 
επαναλαµβάνεται C(n)=½ [n×(n-1)] φορές 

  Τι θα συµβεί εάν το µέγεθος της εισόδου διπλασιαστεί; 

  Ο χρόνος εκτέλεσης του αλγόριθµου θα   
  Παρατήρηση: 

  Οι σταθερές cop και ½ απλοποιούνται. 
  Συµπέρασµα:   

  Κάποιος µπορεί να προβλέψει την απόδοση του αλγόριθµου 
ξέροντας µόνο (κατά προσέγγιση) την τάξη αύξησης (order of 
growth) του αλγόριθµου!  



Σενάρια Υπολογισµού   

  Η τάξη αύξησης του χρόνου εκτέλεσης µπορεί να 
υπολογιστεί κάτω από τις πιο κάτω συνθήκες 
(υποθέτοντας πως η είσοδος είναι µεγέθους n): 

  Καλύτερη Περίπτωση (best case). 
  Το σενάριο στο οποίο ο αλγόριθµος παρουσιάζει την καλύτερη 
απόδοση. 

  Αυτό το σενάριο δεν υλοποιείται συχνά!  
  Χειρότερη Περίπτωση (worst case) 

    
  Παρόλο που δεν είναι πάντοτε αντιπροσωπευτικό, στις πλείστες 
περιπτώσεις η τάξη του σεναρίου είναι αντιπροσωπευτική. 

  Μέση Περίπτωση (average case) 
  Η πιο αντιπροσωπευτική περίπτωση  
  Δύσκολο να υπολογιστεί αφού χρειάζεται υποθέσεις για την 
κατανοµή των δεδοµένων εισόδου.  



Παράδειγµα   

Search(A[], K) 

 i=0 
 While (i<n) and (A[i]!= K) 

 i=i+1; 

If i<n return i; 

Return -1; 

  Καλύτερη Περίπτωση: 
  Χειρότερη Περίπτωση: 
  Μέση Περίπτωση:  

  p πιθανότητα επιτυχίας 

  1-p πιθανότητα το κλειδί K 
δεν βρίσκεται στη λίστα Α[] 

  Εάν το κλειδί βρίσκεται 
στην λίστα τότε µπορεί να 
βρεθεί σε οποιαδήποτε 
θέση µε ίση πιθανότητα  



Συµβολισµός O() 

  Μία συνάρτηση f(n) ανήκει στο σύνολο Ο(g(n)) (f(n)∈Ο(g(n))) 
εάν υπάρχουν σταθερές c και n0 έτσι ώστε 

n 



Συµβολισµός Ω() 

  Μία συνάρτηση f(n) ανήκει στο σύνολο Ω(g(n)) (f(n) ∈ Ω(g(n))) 
εάν υπάρχουν σταθερές c και n0 έτσι ώστε 

n n0 



Συµβολισµός Θ()  

  Μία συνάρτηση f(n) ανήκει στο σύνολο Θ(g(n)) (f(n) ∈ Θ(g(n))) 
εάν υπάρχουν σταθερές c1, c2 και n0 έτσι ώστε 

n 

f(n) 

n0 



Παράδειγµα   

  Υποθέστε ότι: 
  Ποια από τα πιο κάτω ισχύουν: 



Θεώρηµα   

  Υποθέστε ότι f1(n)∈Ο(g1(n)) και f2(n)∈Ο(g2(n)), τότε ισχύει ότι 

  Απόδειξη 

  Γιατί το θεώρηµα αυτό είναι σηµαντικό; 



Όρια (limits)   

Κανόνας του L’Hospital  

  Γιατί η πιο πάνω «ιδιότητα» είναι πολύ χρήσιµη; 



Παράδειγµα   

  Συγκρίνεται την τάξη αύξησης των n(n-1)/2 και n2 

  Συγκρίνεται την τάξη αύξησης των συναρτήσεων n! και 2n 

Φόρµουλα του Stirling για µεγάλα n: 



Συνήθεις Συναρτήσεις 

  Σταθερά Ο(1): (constant) 
  Καλύτερη δυνατή περίπτωση, παρόλο που σπάνια θα βρει κάποιος αλγόριθµο 
αυτής της τάξης.  Είναι επιθυµητό η βασική λειτουργία του αλγόριθµου να είναι 
Ο(1).  

  Λογαριθµική Ο(log n): (logarithmic) 
  Δεν παίζει ρόλο η βάση του λογαρίθµου. Γιατί; 
  Αποδοτικοί αλγόριθµοι οι οποίοι µοιράζουν το πρόβληµα σε υποπροβλήµατα 
και λύνουν µόνο ένα µέρος τους 

  Αλγόριθµοι που δεν «χρησιµοποιούν» όλα τα δεδοµένα. Γιατί;  
  Γραµµική Ο(n): (linear) 

  Αλγόριθµοι που σαρώνουν τα δεδοµένα ένα σταθερό αριθµό φορών (που δεν 
εξαρτάται από το µέγεθος των δεδοµένων). 

  n-log-n Ο(n log n): 
  Αλγόριθµοι του τύπου divide-and-conquer (Αλγόριθµοι που µοιράζουν το 
πρόβληµα σε υποπροβληµάτα τα οποία λύνου συνήθως αναδροµικά).  



Συνήθεις Συναρτήσεις 

  Δευτεροβάθµια Ο(n2): (quadratic) 
  Αλγόριθµοι µε δύο ενθυλακωµένους βρόγχους (embedded loops).  
  Π.χ., Απλοί αλγόριθµοι ταξινόµησης  

  Τριτοβάθµια Ο(n3): (cubic) 
  Αλγόριθµοι µε τρεις ενθυλακωµένους βρόγχους (embedded loops). 
  Π.χ., αλγόριθµοι γραµµικής άλγεβρας (πολλαπλασιασµός πινάκων) 

  Εκθετική Ο(2n): (exponential) 
  Αλγόριθµοι που ελέγχουν όλα τα δυνατά υποσύνολα του προβλήµατος  
  Παρόλο που η βάση της δύναµης αλλάζει τον ρυθµό αύξησης της 
συνάρτησης, ο όρος «εκθετική» χρησιµοποιείται για όλες τις βάσεις. 

  Δύσκολα προβλήµατα! 
  Παραγοντική Ο(n!): (factorial) 

  Αλγόριθµοι που ελέγχουν όλους τους πιθανούς συνδυασµούς 
(permutations). 



Μαθηµατική Ανάλυση Μη-Αναδροµικών 
(non-recursive) Αλγορίθµων 

  Ορίστε το µέγεθος της εισόδου n (input size) 
  Ποια παράµετρος χαρακτηρίζει τα δεδοµένα εισόδου 

  Αναγνωρίστε τη βασική λειτουργία (basic operation) του 
αλγορίθµου 
  Βρίσκεται στον πιο «εσωτερικό» βρόγχο (inner most loop). 
  Είναι Ο(1).  

  Από τι εξαρτάται ο αριθµός φορών που θα εκτελεστεί η 
βασική λειτουργία;  
  Από το µέγεθος των δεδοµένων εισόδου. 
  Διαφέρουν η καλύτερη και χειρότερη περίπτωση εισόδου;  

  Βρείτε το άθροισµα που αθροίζει τις φορές που εκτελείται η 
βασική λειτουργία του αλγόριθµου. 

  Υπολογίστε το άθροισµα 



Παράδειγµα   

Search(A[], K) 

 i=0 
 While (i<n) and (A[i]!= K) 

 i=i+1; 

if i<n return i; 

Return -1; 

  Καλύτερη Περίπτωση: 

  Χειρότερη Περίπτωση: 

  Μέση Περίπτωση:  



Αθροίσµατα   

Ορισµός: 

Ιδιότητες: 

Συνήθη Αθροίσµατα   (k ≤ n): 

1= 1+1++1= n − k +1
i= k

n

∑

i = 1+ 2 ++ n =
i=1

n

∑ n n +1( )
2

ai = 1+ a + a2+ an =
i=0

n

∑ 1− an+1

1− a



Παράδειγµα 

  Γράψτε και αναλύστε ένα απλό αλγόριθµο που να ελέγχει κατά 
πόσο τα στοιχεία µιας λίστας είναι µοναδικά (δεν υπάρχουν δύο τα 
ίδια). 

unique(A[0…n-1]) 

 for i=0 to n-2 
  for j=i+1 to n-1 
   if A[i]= A[j] return false; 
return true; 

  Καλύτερη Περίπτωση: 
  Χειρότερη Περίπτωση: 



Παράδειγµα 

  Γράψτε και αναλύστε ένα απλό αλγόριθµο που να 
πολλαπλασιάζει δύο πίνακες nxn 

matrixMulti(A[0…n-1],B[0…n-1]) 

 for i=0 to n-1 
  for j=0 to n-1 
    M[i,j]=0; 
    for k=0 to n-1    

   M[i,j]=M[i,j]+A[1,k]*B[k,j]; 



Μαθηµατική Ανάλυση Αναδροµικών 
(recursive) Αλγορίθµων 

  Αναδροµικοί Αλγόριθµοι  
  Αλγόριθµοι οι οποίοι για να λύσουν ένα πρόβληµα «καλούν» το 
εαυτό τους µε διαφορετικό όρισµα.  

  Παράδειγµα 
   Factorial 

  Fibonacci numbers:  

Fact(n) 

 if n<=1 return 1; 
 return n*Fact(n-1); 

Fib(n) 

 if n=0 return 0; 
 if n=1 return 1; 
 return Fib(n-1)+Fib(n-2); 



Οι πύργοι του Hanoi 

  Tower of Hanoi: Στόχος του παιγνιδιού είναι να 
µεταφερθούν (ένας-ένας) όλοι οι δίσκοι από την 
κολόνα A στη C, χωρίς ποτέ να τοποθετηθεί 
µεγαλύτερος δίσκος πάνω από µικρότερο. 



Οι Πύργοι του Hanoi 

  Αναδροµικός αλγόριθµος 
  Βασική ιδέα:  

  Να µεταφερθούν οι n-1 δίσκοι στην ενδιάµεση κολόνα  
  Να µεταφερθεί ο µεγαλύτερος δίσκος στη σωστή κολόνα  
  Τέλος, να µεταφερθούν οι υπόλοιποι  n-1 δίσκοι στην σωστή κολόνα 

hanoi(n, source, dest, by) 
 if (n==1) move disc from source to dest; 
 else 
     hanoi(n-1, souce, by, dest); 
     move disc from source to dest; 
     hanoi(n-1, by, dest, source);   



Μαθηµατική Ανάλυση Αναδροµικών 
(recursive) Αλγορίθµων 

  Ορίστε το µέγεθος της εισόδου n (input size) 
  Ποια παράµετρος χαρακτηρίζει τα δεδοµένα εισόδου 

  Αναγνωρίστε τη βασική λειτουργία (basic operation) του 
αλγορίθµου 

  Από τι εξαρτάται ο αριθµός των φορών που θα εκτελεστεί η 
βασική λειτουργία;  
  Από το µέγεθος των δεδοµένων εισόδου. 
  Διαφέρουν η καλύτερη και χειρότερη περίπτωση εισόδου;  

  Βρείτε τη αναδροµική σχέση που χαρακτηρίζει τον αριθµό 
φορών που εκτελείται η βασική λειτουργία και τη σχετική 
αρχική κατάσταση (initial condition). 

  Λύστε την αναδροµική σχέση η τουλάχιστον βρείτε την τάξη 
αύξησης της λύσης (ΗΜΥ320).  



Παράδειγµα   

  Καλύτερη, Χειρότερη, ή Μέση 
Περίπτωση; 

Fact(n) 

 if n<=1 return 1; 
 return n*Fact(n-1); 

  Συµβολίστε µε M(n) τον αριθµό των πολλαπλασιασµών 
που θα εκτελεστούν για µια είσοδο n. 

  Λύση µε τη µέθοδο αντικατάστασης. 



Παράδειγµα   

Bin(n) 

 if n=1 return 1; 
 return Bin(floor(n/2))+1; 

  Συµβολίστε µε Α(n) τον αριθµό των προσθέσεων που θα 
εκτελεστούν για µια είσοδο n. 

  Υποθέστε πως το n είναι δύναµη του 2, δηλαδή n=2k 

  Λύση µε τη µέθοδο αντικατάστασης. 

Πόσα bits χρειάζονται 
για να γράψουµε το n 
σε δυαδική µορφή. 

  Το αποτέλεσµα ισχύει για όλες τις τιµές του n. 



Λύση Δευτεροβάθµιας Οµοιογενούς 
Αναδροµικής Εξίσωσης   

  Υποθέστε την ακόλουθη  οµοιογενή δευτεροβάθµια 
αναδροµικής εξίσωση 

  Η λύση µπορεί να βρεθεί µε µετασχηµατισµούς z… 
  Βρίσκουµε και λύνουµε τη χαρακτηριστική εξίσωση 

και δεδοµένες κάποιες αρχικές 
συνθήκες 

  Εάν ζ1≠ζ2 πραγµατικές,  

  Εάν ζ1=ζ2=ζ πραγµατικές, 

  Εάν µιγαδικές  



Παράδειγµα: Fibonacci Numbers   

  Χαρακτηριστική εξίσωση: 



Παράδειγµα: Αναδροµικός αλγόριθµος 
για τον υπολογισµό αριθµών Fibonacci. 

  Υποθέστε A(n)=B(n)-1 

Fib(n) 

 if n=0 return 0; 
 if n=1 return 1; 
 return Fib(n-1)+Fib(n-2); 

  Συµβολίστε µε Α(n) τον αριθµό των προσθέσεων που θα 
εκτελεστούν για µια είσοδο n 

  Τελικά βρίσκουµε ότι 

A n( ) = B n( ) −1= 1
5
ζ1
n+1 −ζ2

n+1( ) −1



Παράδειγµα: Μη-Αναδροµικός αλγόριθµος 
για τον υπολογισµό αριθµών Fibonacci. 

Μέγεθος εισόδου n Fib(n) 

 F[0]=0;  F[1]=1; 

 for i=2 to n  
  F[i]=F[i-1]+F[i-2]; 
 return F[n]; 

  Παρόλο που οι αναδροµικοί αλγόριθµοι φαίνονται απλοί, 
πολλές φορές µπορεί να µην είναι καθόλου αποδοτικοί! 

  Τι πήγε «λάθος» στην αναδροµική έκδοση του αλγορίθµου 
υπολογισµού των αριθµών Fibonacci; 



Εµπειρική Ανάλυση Αλγορίθµων 

  Κατανόηση του πειράµατος 
  Τι προσπαθείτε να δείξετε; 
  Πολλές φορές υπάρχουν τυποποιηµένα προβλήµατα µε τα οποία 

µπορείτε να συγκρίνεται τα αποτελέσµατα σας. 
  Μονάδες µέτρησης (χρόνος (ms) ή αριθµός φορών 
εκτέλεσης βασικών λειτουργιών) 
  Σε συστήµατα πολυπρογραµµατισµού (multiprogramming) είναι 
σηµαντικό να µετράτε µόνο τον χρόνο κατά τον οποίο το πρόγραµµα 
σας είχε πρόσβαση στο CPU. 

  Τι συµβαίνει αν ο χρόνος που χρειάζεται ο αλγόριθµος είναι πολύ 
µικρός;   

  Τι χαρακτηριστικά θα πρέπει να έχουν τα δεδοµένα εισόδου 
  Καλύτερη, χειρότερη ή µέση περίπτωση. 
  Γεννήτρια τυχαίων αριθµών (random number generator). 



Εµπειρική Ανάλυση Αλγορίθµων 

  Υλοποίηση του αλγορίθµου 
  Βεβαιωθείτε ότι ο αλγόριθµος και οι συναρτήσεις µετρήσεων 
υλοποιήθηκαν σωστά.  

  Τρέξτε τον αλγόριθµο για διαφορετικές εισόδους και 
κρατήστε τις µετρήσεις ή άλλα δεδοµένα  

  Αναλύστε (συνήθως µε στατιστικές µεθόδους) τα δεδοµένα. 



Οπτική Παρακολούθηση (visualization) 
Αλγορίθµων 

  Ψάξτε στο Ίντερνετ για υλοποίηση αλγορίθµων µε 
animation. 
  Στείλτε µου email µε τη διεύθυνση κάθε «ενδιαφέρον» αλγορίθµου µε 

animation που βρίσκετε.   

  Μπορεί να είναι ιδιαίτερα βοηθητικοί για την καλύτερη 
κατανόηση του αλγορίθµου. 


