
Επίλυση Προβληµάτων 
µε Μετασχηµατισµούς 
(Transformations) 



Περίληψη  

  Επίλυση προβληµάτων χρησιµοποιώντας 
µετασχηµατισµούς 
 Μετασχηµατισµός του προβλήµατος σε πιο εύκολη 
έκδοση (instance simplification) 

 Μετασχηµατισµός του ίδιου προβλήµατος 
χρησιµοποιώντας νέα απεικόνιση (representation 
change) 

 Μετασχηµατισµός του προβλήµατος σε διαφορετικό 
πρόβληµα του οποίου η λύση είναι γνωστή (problem 
reduction). 



Presorting    

  Πολλές φορές η λύση ενός προβλήµατος είναι πιο εύκολη 
εάν τα δεδοµένα του προβλήµατος είναι ταξινοµηµένα.   

  Οπόταν, για κάποια προβλήµατα, η ταξινόµηση των 
δεδοµένων µπορεί να αποτελέσει το πρώτο βήµα. 

  Παραδείγµατα 
  Εύρεση των πλησιέστερων σηµείων 
  convex hull 

  Η ταξινόµηση µπορεί να γίνει σε χρόνο  



Επίλυση Συστήµατος Εξισώσεων  

  Υποθέστε το σύστηµα εξισώσεων  

  Το οποίο γράφεται και ως  

  Βρείτε το διάνυσµα x για το οποίο ισχύει η πιο πάνω 
εξίσωση. 

  Υπάρχει πάντα λύση; 



Gauss Elimination  

  Χρησιµοποιώντας elementary operations µετασχηµατίζουµε 
τον αρχικό πίνακα [Ab] µέχρι να γίνει «σχεδόν» τριγωνικός. 

  Elementary operations 
  Εναλλαγή της σειράς δύο εξισώσεων 
    
  Αντικατάστασης µιας εξίσωσης µε το άθροισµα της εξίσωσης µε 
κάποιο πολλαπλάσιο µιας άλλης εξίσωσης  

  Από τον «σχεδόν» τριγωνικό πίνακα είναι εύκολο να 
βρούµε τη ζητούµενη λύση στο σύστηµα. 



Gauss Elimination Algorithm  

GE(A[nxn],b[n]) 

 for i=1 to n A[i,n+1]=b[i]; 
 for i=1 to n  
  for j= i+1 to n 
   v= A[j,i]/A[i,i]; 

   for k= i to n+1 
    A[j,k]= A[j,k] – v*A[i,k]; 

  Απόδοση: 

  Πιθανά προβλήµατα; 
  Τι θα συµβεί εάν σε κάποια επανάληψη το A[i,i] είναι πολύ µικρό;   



LU Decomposition 

  Παρατήρηση: 
 Ο πίνακας A µπορεί να αναλυθεί στο γινόµενο δύο 
άλλων πινάκων  



Παράδειγµα: LU Decomposition 



Gauss Elimination και LU Decomposition 

  Μπορούµε να αντικαταστήσουµε A=LU στο σύστηµα 
εξισώσεων. 

  Επίσης µπορούµε να ορίσουµε ένα νέο διάνυσµα y=Ux, 
οπόταν 

  Έχουµε σπάσει δηλαδή το σύστηµα εξισώσεων σε δύο 
συστήµατα!  

  Τα δύο αυτά συστήµατα είναι πιο εύκολα να λυθούν, 
γιατί; 

  Πια η απόδοση αυτού του αλγορίθµου; 
  Πότε είναι επιθυµητό να τον χρησιµοποιήσουµε; 



Άλλες Εφαρµογές του GE  

  Εύρεση του αντίστροφου ενός πίνακα 

  Η εύρεση του αντίστροφου αντιστοιχεί µε την επίλυση n συστηµάτων 
εξισώσεων  

  Μπορεί να χρησιµοποιηθεί το LU Decomposition για κα κάνει την 
διαδικασία αυτή πιο αποδοτική. 



Δέντρα AVL 

  Τα δέντρα AVL είναι δυαδικά δέντρα αναζήτησης των 
οποίων ο συντελεστής ισορροπίας (balance factor) κάθε 
κόµβου είναι µόνο +1, 0, -1. 
  Συντελεστής ισορροπίας: η διαφορά ύψους µεταξύ του 
αριστερού και δεξιού υποδέντρου  
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Διατήρηση Δέντρων AVL 

  Για να διατηρηθεί ένα δέντρο AVL µετά από προσθήκη ή 
αφαίρεση κόµβων, υπάρχουν τέσσερεις περιστροφές οι 
οποίες µπορούν να χρησιµοποιηθούν 
  Αριστερή περιστροφή (L-Rotation) 
  Δεξιά περιστροφή (R-Rotation) 
  Αριστερή-Δεξιά περιστροφή (LR-Rotation) 
  Δεξιά-αριστερή περιστροφή (RL-Rotation) 

  Οι περιστροφές αυτές ισορροπούν το δέντρο και 
διατηρούν τις ιδιότητες του δυαδικού δέντρου 
αναζήτησης.    



Δεξιά Περιστροφή 
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Η αριστερή περιστροφή είναι 
απλά συµµετρική. 



Αριστερή-Δεξιά Περιστροφή 
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  Το αποτέλεσµα παραµένει δυαδικό δέντρο αναζήτησης; 
  Η δεξιά-αριστερή περιστροφή είναι συµµετρική. 



2-3 Δέντρα 

  Τα 2-3 δέντρα είναι δέντρα αναζήτησης µε δύο είδη κόµβων 
  Κόµβους µε ένα κλειδί (δύο παιδιά) – 2-node.   

  Τα παιδιά στα αριστερά έχουν µικρότερα ή ίσα κλειδιά µε τον κόµβο.  
  Τα παιδιά στα δεξιά µεγαλύτερα κλειδιά.  

  Κόµβους µε δύο κλειδιά Κ1 < Κ2 (τρία παιδιά) – 3-node. 
  Τα παιδιά στα αριστερά έχουν κλειδιά µικρότερα ή ίσα µε  Κ1. 
  Τα παιδιά στη µέση έχουν κλειδιά µεγαλύτερα από Κ1 και µικρότερα ή ίσα 

µε  Κ2. 
  Τα παιδιά στα δεξιά έχουν κλειδιά µεγαλύτερα από Κ2. 

  Τα δέντρα αυτά είναι πάντοτε απόλυτα ισορροπηµένα.  
  Διατήρηση ισοζυγισµού 

  Όταν ένα νέο κλειδί «φτάσει» σε ένα φύλλο τύπου 2-node τότε αυτός 
µετατρέπεται σε 3-node. 

  Όταν ένα νέο κλειδί «φτάσει» σε ένα φύλλο τύπου 3-node τότε αυτός 
σπάζει σε δύο 2-node και στέλνει το µεσαίο κλειδί στο γονέα. 



Παράδειγµα 

  Υποθέστε πώς τα κλειδιά φτάνουν µε την ακόλουθη σειρά: 9, 
5, 8, 3, 2, 4, 7. 
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Παράδειγµα 

  Υποθέστε πώς τα κλειδιά φτάνουν µε την ακόλουθη σειρά: 9, 
5, 8, 3, 2, 4, 7. 
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Heap 

  Ορισµός του Heap:  
  Είναι ένα δυαδικό δέντρο (δυο παιδιά ανά κόµβο) το οποίο είναι είτε 
συµπληρωµένο είτε του λείπουν κάποια φύλλα από το τελευταίο 
επίπεδο (στα δεξιά). 

  Ο γονέας έχει πάντα µεγαλύτερο κλειδί (ή ίσο) µε τα παιδιά του. 
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Heap 

  Ιδιότητες του Heap:  
  Υπάρχει µόνο ένα συµπληρωµένο δέντρο µε n κόµβους του οποίου 
το ύψος είναι lg n 

  Η ρίζα του δέντρου είναι το µέγιστο κλειδί 
  Ένας κόµβος µε τα παιδιά του αποτελούν πάλι heap. 
  Ένα heap υλοποιείται εύκολα σαν πίνακας  

  Τα παιδιά του κόµβου i είναι στις θέσεις 2i, και 2i+1. 
  Ο γονέας του κόµβου j βρίσκεται στη θέση   

1 2 3 4 5 … i … 2i 2i+1 … n 

  Γιατί Heap; 
  Υλοποίηση ουράς µε προτεραιότητες.   
  Βρίσκει ή διαγράφει το αντικείµενο µε τη µεγαλύτερη προτεραιότητα.   
  Προσθέτει νέα αντικείµενα   



Δηµιουργία Heap-1 

  Δηµιουργία Heap (από πάνω προς τα κάτω):  
  Υποθέτουµε πως έχουµε heap µε n-1 κόµβους.   
  Προσθέτουµε τον κόµβο n στην τελευταία θέση. 
  Συγκρίνουµε το κλειδί του κόµβου n µε αυτό του γονέα floor(n/2). 

  Εάν είναι µικρότερο, το heap είναι έτοιµο 
  Εάν όχι, ανταλλάζουµε τις θέσεις γονέα και παιδιού και επαναλαµβάνουµε 
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Δηµιουργία Heap-2 (από κάτω προς τα 
πάνω) 

Heap2(H[1…n]) 

 for i= floor(n/2) to 1 
  k=i; v=H[k]; 

  heap= false; 
  while !heap and 2*k<=n 
   j=2*k;  

   if j<n 
    if H[j]<H[j+1] j=j+1; 
   if v>=H[j] heap= true; 
   else H[k]=H[j]; k= j; 
  H[k]=v; 



Απόδοση Αλγόριθµου Δηµιουργίας 
Heap-2 

Heap2(H[1…n]) 
 for i= floor(n/2) to 1 
  k=i; v=H[k]; 

  heap= false; 

  while !heap and 2*k<=n 
   j=2*k;  

   if j<n 
    if H[j]<H[j+1] j=j+1; 
   if v>=H[j] heap= true; 

   else H[k]=H[j]; k= j; 
  H[k]=v; 

  Ένα heap έχει h=floor(log2n) επίπεδα (το 
ύψος του δέντρου) 

  Σε κάθε επίπεδο i υπάρχουν 2i κόµβοι 
  Μετά από κάθε έλεγχο, ένας κόµβος 

µπορεί να βρεθεί από το επίπεδο i στο h 
(να γίνει δηλαδή φύλλο) 

  Δύο συγκρίσεις σε κάθε βήµα  



Προσθήκη και Διαγραφή κλειδιού από 
το Heap 

  Για την προσθήκη έχουµε ήδη δει τον αλγόριθµο ο οποίος 
είναι τάξης O(log n).  Γιατί; 

  Για τη διαγραφή του µεγαλύτερου κλειδιού,  
  Ανταλλάζουµε τη ρίζα µε το τελευταίο κλειδί του heap. 
  Μειώνουµε το µέγεθος του heap σε n-1. 
  Τρέχουµε τη διαδικασία δηµιουργίας heap-2 (“heapify”) µόνο για 

i=1. (στο πρώτο for loop, i=1 to 1). 
  Με αυτό τον τρόπο η ρίζα πέφτει στο σωστό επίπεδο µε µόνο O(log n) 
συγκρίσεις. 

  HeapSort() 
  Τρέχουµε τη διαδικασία διαγραφής του µεγαλύτερου κλειδιού n 
φορές. 

  Απόδοση: O(nlog n).  Γιατί; 



Μείωση Προβλήµατος (Problem 
Reduction) 

  Βασική Ιδέα 
  Μετασχηµατίζουµε το πρόβληµα προς επίλυση σε ένα άλλο 
πρόβληµα το οποίο ξέρουµε πώς να επιλύσουµε! 

  Παράδειγµα: 
  Θυµηθείτε τον αλγόριθµο εύρεσης του convex hull 
χρησιµοποιώντας αλγόριθµο τύπου divide-and-conquer.  Στο 
αλγόριθµο αυτό έπρεπε να υπολογίσετε το σηµείο που βρίσκεται 
πιο µακριά από µια ευθεία. 

  Το πρόβληµα αυτό «µετασχηµατίστηκε» σε πρόβληµα εύρεσης του 
εµβαδού ενός τριγώνου. 

  Το πρόβληµα εύρεσης του εµβαδού µετασχηµατίστηκε σε 
πρόβληµα υπολογισµού µίας ορίζουσας!  



Ελάχιστο Κοινό Πολλαπλάσιο 

  Πώς µπορείτε να υπολογίσετε το ελάχιστο κοινό 
πολλαπλάσιο δύο αριθµών m, n.   
  Ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο είναι ο µικρότερος αριθµός ο οποίος 
διαιρείται και από τους δύο χωρίς να αφήνει υπόλοιπο.  

Algorithm1() 

  Find the prime factors of m 

  Find the prime factors of n 

  Identify all common factors that appear in both  
  Compute the product of all factors but use the 

common factors only once. 



Αριθµός Μονοπατιών µεταξύ δύο 
κόµβων σε γράφο 

  Βρείτε των αριθµό των µονοπατιών µεταξύ των κόµβων i 
και j τα οποία έχουν µήκος k>0.  

  Λύση: 
  Ο αριθµός των µονοπατιών δίνεται από το στοιχείο (i,j) του πίνακα 

Ak. 

  Παράδειγµα: 
  Στον πιο κάτω γράφο, πόσα µονοπάτια µήκους 2 υπάρχουν από τον 

a στον d. 
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Ελαχιστοποίηση ή Μεγιστοποίηση 
Συνάρτησης 

  Βρείτε τη µέγιστη τιµή της συνάρτησης f(x). 
  Βρείτε τη ελάχιστη τιµή της συνάρτησης f(x). 
  Παρατήρηση: 



Γραµµικός Προγραµµατισµός 

  Ένας µεγάλος αριθµός προβληµάτων αποφάσεων και 
βελτιστοποίησης µπορεί να «µειωθεί» ή να µοντελοποιηθεί 
χρησιµοποιώντας «Γραµµικό Προγραµµατισµό»  

  Στη γενική του µορφή, ένα τέτοιο πρόβληµα διατυπώνεται 
ως ακολούθως  

Συντελεστές κέρδους 

Μεταβλητές απόφασης 

Διαθέσιµοι πόροι 

Συντελεστές 
«κατανάλωσης» 

  Σε προβλήµατα όπου οι µεταβλητές απόφασης µπορούν να πάρουν 
πραγµατικές τιµές, τότε το πρόβληµα µπορεί να λυθεί µε τη µέθοδο 
simplex η οποία είναι γενικά αποδοτική. 

  Εάν οι µεταβλητές απόφασης µπορούν να πάρουν µόνο ακέραιες 
τιµές, τότε το πρόβληµα γίνεται πολύ πιο πολύπλοκο. 



Παράδειγµα: Γραµµικός 
Προγραµµατισµός (ΓΠ) 

  Υποθέστε πως έχετε 100 Ευρώ τα οποία θέλετε να επενδύσετε σε 
µπύρες για το επόµενο πάρτυ που διοργανώνεται.  Στην αγορά 
υπάρχουν οι ακόλουθές τρεις µπύρες 
  Α µε τιµή pa το λίτρο και περιεκτικότητα αλκοόλ ca. 
  B µε τιµή pb το λίτρο και περιεκτικότητα αλκοόλ cb. 
  C µε τιµή pc το λίτρο και περιεκτικότητα αλκοόλ cc. 

  Ξέρετε ότι οι περισσότεροι από τους φίλους σας προτιµούν την µπύρα 
A οπόταν θα θέλατε τουλάχιστο οι µισές µπύρες που θα αγοράσετε να 
είναι µάρκας A.   

  Διατυπώστε ένα πρόβληµα ΓΠ που να σας βοηθήσει να αγοράσετε τις 
µπύρες και να µεγιστοποιήσετε το αλκοόλ που θα αγοράσετε. 

Το πρόβληµα αυτό υποθέτει ότι µπορείτε να 
αγοράσετε οποιαδήποτε ποσότητα µπύρας. 

Εάν υπήρχαν µόνο µπουκάλια του ενός λίτρου, 
τότε θα έπρεπε να µπει επιπρόσθετος 
περιορισµός ότι xi πρέπει να είναι ακέραιοι.  



Μείωση προβληµάτων σε γράφους 

  Γιατί µας «ενδιαφέρουν» τα προβλήµατα γράφων; 
  Πολλά προβλήµατα µπορούν να διατυπωθούν σαν 
προβλήµατα γράφων για τα οποία υπάρχουν λύσεις! 

  Παραδείγµατα 
  Συντοµότερο µονοπάτι 
  Ελάχιστο δέντρο επικάλυψης  
  Hamiltonian paths 
  … 



Παράδειγµα µείωσης σε πρόβληµα 
γράφου 

  Ένας βαρκάρης πρέπει να περάσει ένα λύκο, µια κατσίκα και ένα 
µαρούλι από την µια όχθη του ποταµού στην άλλη χρησιµοποιώντας 
µία βάρκα στην οποία µπορεί να χωρέσει µόνο ένα αντικείµενο!  

  Λαµβάνοντας υπόψη τους περιορισµούς του προβλήµατος, πως  
µπορεί να το πετύχει µε το µικρότερο αριθµό διαδροµών; 
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ποτάµι, αντίστοιχα 
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