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Ανάλυση ΓΧΑ Συστημάτων

• Ένα ΓΧΑ σύστημα καθορίζεται πλήρως από 

• Κρουστική απόκριση (impulse response)

• Απόκριση Συχνότητας (frequency response)

• Απόκριση Συστήματος (system response)
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• Απόκριση Συχνότητας (frequency response)
• Σχέση μεταξύ μετασχηματισμών Fourier

• Το αποτέλεσμα της αλλαγής του πλάτους και της φάσης μπορεί να 
είναι θετικό (π.χ. ενίσχυση) ή αρνητικό (π.χ. παραμόρφωση 
(distortion))

• Παράδειγμα
• Ιδανικό Χαμηλοπερατό (low pass) Φίλτρο

• Ιδανικό Υψιπερατό (high pass) Φίλτρο

• Ιδανικά φίλτρα έχουν φάση 0

• Άπειρη κρουστική απόκριση
• h[n]≠0 για -∞< n < +∞

• Μη-αιτιατό

• Δεν μπορεί να εφαρμοστεί

• Αιτιατές προσεγγίσεις μπορεί 

να έχουν παραμορφώσεις 

φάσης
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• Αποτελέσματα της παραμόρφωσης φάσης (phase distortion)
• Ιδανικό σύστημα καθυστέρησης (ideal delay system)

• Γραμμική φάση

• Η παραμόρφωση δεν είναι και τόσο σημαντική

• Μπορεί να αντισταθμιστεί στο σύστημα

• Φίλτρο με καθυστέρηση

• Και πάλι δεν είναι αιτιατό!

• Ομαδική Καθυστέρηση (group delay)
• Μέτρο της γραμμικότητας της φάσης

• Ο όρος arg[H(ejω)] είναι η συνεχής φάσης του H(ejω)

• Αν η καθυστέρηση είναι 

διαφορετική για διαφορετικές ω 

 διασπορά (dispersion)
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Ανάλυση ΓΧΑ Συστημάτων

• Συνεχής φάση (continuous phase)

• Κύρια τιμή (principal value) της φάσης

• ARG[H(ejω)]

• Συνεχής φάση

• arg[H(ejω)]

• Όπως και η ARG[H(ejω)] αλλά χωρίς 

ασυνέχειες ±π
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Ανάλυση ΓΧΑ Συστημάτων

• Παράδειγμα Εξασθένησης και Ομαδικής Καθυστέρησης

• Για τιμές γύρω από το ω0

ω=0.85π   0,25π   0,50π



Optical Diagnostics Laboratory7

O

Dx
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• Απόκριση Συστήματος (System Response)

• Γραμμικές Εξισώσεις Διαφορών με Σταθερούς Συντελεστές (Linear

Constant-Coefficient Difference Equations ή LCCDE)
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Ανάλυση ΓΧΑ Συστημάτων

• Απόκριση Συστήματος (System Response)

• Γραμμικές Εξισώσεις Διαφορών με Σταθερούς Συντελεστές (Linear

Constant-Coefficient Difference Equations ή LCCDE)
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Ανάλυση ΓΧΑ Συστημάτων

• Σταθερότητα (stability) και Αιτιατότητα (causality)

• Σταθερότητα

• Περιοχή σύγκλισης (ROC) περιλαμβάνει το |z|=1

• Αιτιατότητα

• h[n]  “δεξιά” συνάρτηση

• Περιοχή σύγκλισης (ROC) έξω από τον πιο εξωτερικό πόλο
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Ανάλυση ΓΧΑ Συστημάτων

• Σταθερότητα (stability) και Αιτιατότητα (causality)

• |z| > 2

• Αιτιτατό, όχι σταθερό

• ½ < |z| <2

• Σταθερό, όχι αιτιατό

• |z| < ½

• Ούτε σταθερό, ούτε αιτιατό



Optical Diagnostics Laboratory11

O

Dx
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• Αντίστροφα Συστήματα (Inverse Systems)

• Οι πόλοι του Η είναι μηδενικά του Hi και αντίστροφα

• Οι περιοχές σύγκλησης πρέπει να επικαλύπτονται (για να υπάρχει η 
συνέλιξη G)

• Για να είναι αιτιατό το αντίστροφο σύστημα 

• Για να είναι και σταθερό το αντίστροφο σύστημα
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• Αντίστροφα Συστήματα (Inverse Systems)

xo ox
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Ανάλυση ΓΧΑ Συστημάτων

• Συστήματα με άπειρη κρουστική απόκριση (infinite impulse 

response)

• IIR  Έχουν τουλάχιστον ένα πόλο εκτός από το μηδέν

• Μη-αιτιατό

• Δεν μπορεί να εφαρμοστεί

• Αιτιατές προσεγγίσεις
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• Συστήματα με άπειρη κρουστική απόκριση (infinite impulse 

response)
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Ανάλυση ΓΧΑ Συστημάτων

• Συστήματα με πεπερασμένη κρουστική απόκριση (finite impulse 

response)

• FIR  Έχουν πόλους μόνο στο μηδέν
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• Συστήματα με πεπερασμένη κρουστική απόκριση 

(finite impulse response)

Μ = 7
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Ανάλυση ΓΧΑ Συστημάτων

• Απόκριση Συχνότητας από Απόκριση Συστήματος

• Πλάτος

• Φάση

• Ομαδική Καθυστέρηση
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• Απόκριση Συχνότητας από Απόκριση Συστήματος

• Πλάτος

• Τα μηδενικά το “τραβούν” στο μηδέν

• Οι πόλοι το “τραβούν” στο άπειρο

• Όσο πιο κοντά στο |z|=1 τόσο ποιο πολύ “τραβούν”

• Φάση

• Οι γωνίες από τα μηδενικά προστίθενται

• Οι γωνίες από τους πόλους αφαιρούνται

• Ομαδική Καθυστέρηση

• Παράγωγος της φάσης

Matlab GUI
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• Απόκριση Συχνότητας από Απόκριση Συστήματος
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• Απόκριση Συχνότητας από Απόκριση Συστήματος
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• Απόκριση Συχνότητας από Απόκριση Συστήματος
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• Απόκριση Συχνότητας από Απόκριση Συστήματος
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Ανάλυση ΓΧΑ Συστημάτων

• Σχέση Πλάτους Φάσης για Συστήματα LCCDE

• Αν μπορούμε από το πλάτος να βρούμε 

την απόκριση συστήματος τότε μπορούμε 

να βρούμε και τη φάση

• Πόλοι:

• Μηδενικά:

• Αν το σύστημα είναι αιτιατό και 

σταθερό 

• Πόλοι μέσα από το μοναδιαίο

κύκλο

• Μηδενικά;
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• Σχέση Πλάτους Φάσης για Συστήματα LCCDE
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• Συστήματα Διέλευσης (All-pass Systems)

• Ζεύγη πόλων και μηδενικών

• Γενική Μορφή
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Ανάλυση ΓΧΑ Συστημάτων

Πάντα +
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• Συστήματα Ελάχιστης Φάσης (Minimum Phase System)

• Ένα ΓΧΑ δεν μπορεί να καθοριστεί μόνο από το πλάτος

• Αν είναι σταθερό και αιτιατό τότε οι πόλοι είναι μέσα στο μοναδιαίο
κύκλο αλλά τα μηδενικά;

• Αν είναι και τα μηδενικά στο μοναδιαίο κύκλο τότε έχουμε ένα σύστημα 
του οποίου το αντίστροφο είναι επίσης σταθερό και αιτιατό  Πολύ 
χρήσιμο!!!

• Ονομάζεται Σύστημα Ελάχιστης Φάσης

• Κάθε σήμα μπορεί να αναλυθεί ως

• Π.χ. αν το H(z) έχει ένα πόλο εκτός του μοναδιαίου κύκλου στο

Minimum Phase All-Pass
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Minimum Phase All-Pass
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Ανάλυση ΓΧΑ Συστημάτων

• Αντιστάθμιση (compensation) της απόκρισης συχνότητας

• Αφαίρεση αλλοίωσης

• Όταν το σύστημα Hd(z) δεν 

είναι αντιστρέψιμο;

• Χρησιμοποιούμε σύστημα ελάχιστης φάσης

• Αποκατάσταση του πλάτους

• Φάση αλλοιωμένη κατά το αντίστοιχο 

σύστημα διέλευσης
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• Ιδιότητες Συστημάτων Ελάχιστης Φάσης (Minimum Phase 

System)

• Ελάχιστη υστέρηση φάσης (minimum phase lag)

• Προσθήκη Hap  πρόσθετη αρνητική φάση 0≤ω ≤ π

• Ελάχιστη ομαδική καθυστέρηση (minimum group delay)

• Προσθήκη Hap  πρόσθετη θετικής (πάντα) GD

• Ελάχιστη καθυστέρηση ενέργειας (minimum energy delay)
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• Γραμμικά συστήματα με γενική γραμμική φάση (generalized linear phase)

• Γραμμική φάση  απλή μετατόπιση στο χρόνο

• Ιδανικό βαθυπερατό (lowpass) φίλτρο με γραμμική φάση

• Γενική γραμμική φάση

• α και β σταθερές

• Α(ejω) πραγματικό
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• Γραμμικά συστήματα με γενική γραμμική φάση (generalized linear 

phase)

• Αιτιατά Συστήματα
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Ανάλυση ΓΧΑ Συστημάτων

• Γραμμικά συστήματα με γενική γραμμική φάση (generalized linear 

phase)

• Type Ι FIR Linear-Phase Systems

• h[n] = h[M-n] (symmetric)

• M even, M/2 integer
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• Γραμμικά συστήματα με γενική γραμμική φάση (generalized linear 

phase)

• Type IΙ FIR Linear-Phase Systems

• h[n] = h[M-n] (symmetric)

• M odd, M/2 not an integer

5,
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• Γραμμικά συστήματα με γενική γραμμική φάση (generalized linear 

phase)

• Type IΙ FIR Linear-Phase Systems

• h[n] = -h[M-n], anti-symmetric

• M even, M/2 integer 
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• Γραμμικά συστήματα με γενική γραμμική φάση (generalized linear 

phase)

• Type IV FIR Linear-Phase Systems

• h[n] = -h[M-n], anti-symmetric

• M odd, M/2 not an integer 


